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LOS MODELOS REOLOGICOS

Tomas Castrillén Oberndorfer
Ingeniero civil
tomascastrillon@hotmail.com

Resumen: En el andlisis estructural, los algoritmos de calculo exigen una idealizacion del
comportamiento de los diversos elementos constitutivos de una obra de infraestructura. Con
frecuencia, dichos elementos presentan un comportamiento viscoelastico, o sea que no cumplen
con las condiciones impuestas por la elasticidad lineal. La reologia es la rama de la Fisica que
estudia el modo en que los materiales se deforman o fluyen en respuesta a fuerzas o tensiones
aplicadas. Para los estudios analiticos, es necesaria entonces, la elaboracion de modelos que se
ajusten, de la mejor manera posible, a dicho comportamiento, utilizando, para el efecto,
elementos, cuyo comportamiento es bien conocido como los que brinda el anélisis dinamico
elemental.

Palabras clave: Retraccion, Encogimiento, Flujo Plastico, Modelos Analiticos.
Viscoelasticidad.

1.- INTRODUCCION

En la construccion de infraestructura, muchos materiales utilizados, como el concreto, Figurala,
al ser sometidos a una carga permanente, muestran una deformacion instantanea eléstica, seguida
por una deformacion dependiente del tiempo denominada flujo con la forma tipica mostrada en
la. Figura. 1.
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Figura 1 Comportamiento de un material viscoelastico
Fuente. Las figuras en este articulo han sido organizadas por el autor extraidas de las
referencias listadas al final

En sintesis, en la Figura 1 se presenta una curva tipica deformacion — tiempo, para un material
viscoelastico. Cuando se aplica una carga, se presenta una deformacion instantanea, e,
denominada deformacion elastica.

Si la carga permanece, aumenta la deformacion con el tiempo y pasa de €e a €d siendo €t la
deformacion total conformada asi:

&t=Ee+&d (1)
En donde €d es la deformacion diferida o flujo plastico.

Si la carga se retira, se presenta una recuperacion instantanea €ir, seguida de una recuperacion
diferida €dr quedando, al final, una deformacion permanente 1lamada deformacion viscosa €v,
no recuperable.

Se tiene entonces:
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Et=€ir+&dr+&v 2
Aunque lo més comun es que la recuperacion instantanea €ir, sea menor que la deformacion

elastica €e, o sea €ir < Ee, se asume, con frecuencia, que son iguales y entonces, igualando las
ecuaciones 1y 2, se obtiene:

E&t=C€e+&d=CEir+&dr+&v

Poniendo entonces €ir = Ee

queda:
€d = €dr + Ev ?)
2.- LALEY DE NEWTON PARA FLUJOS VISCOSOS
Se considera que para los sélidos la resistencia al corte depende de la relacion tension-

deformacion correspondiente: t~Y.
. . ., ., dv . .y
Para los fluidos, se tiene también para el corte, la relacion t ~ e proporcional a la variacion

de la velocidad.

La propiedad de los fluidos para resistir la deformacion por corte es la viscosidad.

En la Figura 2, se ilustra un movimiento laminar, o sea, un flujo paralelo de un fluido, en donde
todas las particulas se mueven en la misma direccion, pero las diferentes capas, o niveles, tienen

diferentes velocidades u(y), Figura 2b .
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Figura 2 Movimiento laminar
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Luego de un lapso pequeiio At, el rectangulo a, b, ¢, d Figura 2(a), se transformaena’, b’, ¢', d".
Si la velocidad es funcion de y, u(y), Figura 2(b), se tiene:

aa' =bb' =u(y+ 6y) At
cc'=dd =u(y)At

Se define como deformacidn unitaria por corte, a:

AX  u(y+ Sy)At —u (y)At
Yy=—=
Sy Sy

(4)

Para valores “pequefios” de At, puede ponerse la deformacion unitaria en funcién de su
variacion.

-4y
{ =LAt 5)

Y entonces, igualando las ecuaciones 4 y 5, se obtiene:

dy _u+8y)-u®)
dt oy

(6)

Luego, para “pequefios” valores de 8y, se obtiene:

dy _du
dat dy

(7)
Ahora bien, la Ley de la Viscosidad de Newton, establece que la tension de corte es

proporcional a la rata de variacion de la deformacion, o sea:

du

L
T=HG RS (&)

Siendo p la Viscosidad Dinamica.

En la Figura 2-b, se muestra la variacion de la velocidad, u(y). Para y=0, (superficie fija) sin
deslizamiento, se tiene
0= () y=0

Para un plano ¢, dado por y c, Figura 2(b) se tienen las correspondientes fuerzas de corte
actuantes. Para la superficie y=0 la fuerza debida a t, que se considera uniforme, esta dada por:

d
Fr=Au ()

Siendo A un area especifica de aplicacion.
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3.- EL FLUJO EN MEDIO DE 2 PLACAS PARALELAS.
Es interesante analizar el caso presentado en la Figura 3

Se tienen 2 placas paralelas separadas por una distancia h. Dicho espacio esta ocupado por un
fluido viscoso. La placa superior se desplaza con una velocidad V, mientras la placa inferior esta
fija.

Las interfases entre las placas y el fluido tienen las velocidades respectivas: Cero para la placa
inferior y V para la superior.

y

v placa superior

////////‘ X

placa inferior

Flujo entre 2 placas paralelas

Figura 3 Flujo entre dos placas paralelas

Para una h “pequena”, se considera el flujo laminar y su velocidad no depende de X, 0 sea, que
se tiene: u=u(y).

Considerando el elemento mostrado con las ordenadas (y + dy), (y), se tienen las tensiones de
corte, dadas por 1 (y +dy) y 1(y) y, ademas, si “A” es el area, la fuerza resultante sobre el elemento
esta dada por:

F=A[t(y +dy)—1u(y)]
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Para un flujo laminar estable, esta fuerza es nula, 6 sea: T es constante. Entonces segun la ley
de Newton.

r=u§§=memme

Y también:
du _
d_y - Cl

Integrando esta ecuacion, se obtiene: u= Cly + C2. Las constantes se determinan utilizando
las condiciones de borde u(0) =0 y u(h) =V

De la primera condicién.
0=0+C2 -~ C2=0
De la segunda condicion V=C1h ~ Cl=

=<

Y el “perfil” de la velocidad es:
_ vy
uy) =+

Distribucion lineal y ademas, segun la ecuacion 8.
T= du_ V )
“Hg THy

Si el area de la placa superior es A la fuerza para moverla es.

E * A= ArprV
dy h

F=pn
Volviendo al volumen dado pora’, b’, ¢', d', Figura 4.

El plano dado por los puntos b y d, en contacto con la placa superior, se desplaza con la velocidad
V. Se define un cambio de forma debida a la velocidad V, dado por la relacion.

VAt - .
Ev = e (Subindice v por viscoso)
La rata de cambio de € con el tiempo es €:

=2
h

De donde:

De donde:

[ ]
T=M &
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Figura 4. Deformacion viscosa
Entonces, puede establecerse una relacion Tension- Deformacion correspondiente, asi:

dev

cV= 7\E.V =A e (10)
Expresion que se considera conjuntamente con la relacion:
oe = E€e (Subindice e de elastico) (11)

que define el Mddulo de Elasticidad.

4.- LOS MODELOS MATEMATICOS.

Recordando el Analisis Dindmico elemental, en donde se considera la fuerza elastica kx,
proporcional a la deformacion, y el amortiguamiento, proporcional a la velocidad, cx, la
combinacién de los modelos dinamicos se utiliza para plantear los modelos matematicos que
simulen el comportamiento de los materiales viscoelasticos.

Los elementos principales utilizados en estos modelos son: un resorte con médulo de elasticidad
E y un amortiguador que representa el comportamiento viscoso, y se le asigna un coeficiente de
friccion A relacionado con el coeficiente de viscosidad p medido en el laboratorio. En lugar de
utilizar fuerza P y deformacion correspondiente, x, se usan la tension sigma, 6, y la deformacion
unitaria, €.

Puede demostrarse, segin Lenczner (ver referencias), que A = 3u
4-1 EL MODELO DE MAXWELL

El modelo de Maxwell, conecta en serie los elementos elastico y viscoso como se ilustra en la
Figura 5.

Se tiene entonces que la deformacion unitaria es:
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E€=8e+¢&v (12)
Sustituyendo:
ge ov rt
=—+4+ —
E=—+ - J, dt
En este modelo se tiene, ademés, que: ce=ocv=oc (13)
o ot
. g, 9t
Luego: E=—+ — (14)
o
\Resorte con
Oe= EEe
Amortiguados con.
AN _, dev
oV = e
(o]
Figura5 Modelo de Maxwell
Deformacion Retiro de carga
unitarias A 1

&€ =

™9

Representacion grafica del modelo de Maxwell

Figura 6
4-2 EL MODELO DE KELVIN

Conectando el “resorte” y el “amortiguador” en paralelo se obtiene el modelo de Kelvin Figura
7.
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Resorte —

ce = E€e tj T

(&)

Figura 7 Modelo de Kelvin
Se tiene ademas:

€ =€e =Ev
Y también:

c =o€t oV
Reemplazando:

c=Ee + 2 &
dt

Y, si se separan las variables queda:
dt _ dg

A o-Et
Integrando:
o—EE _

1
-=1In
- E O- -
Siendo In = logaritmo

> | e

neperiano.

Reagrupando.
In o—EE _ Et

o A

Recordando la definicion de logaritmo neperiano, In.

Et

Ye 2 =oc—EE
Et
Ezg—% e 1

Pagina

Amortiguador

(15)

(16)
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o _Et
€= z [1-e 2] (17)
Relacidn representada graficamente en la Figura 8.

lRetiro de la carga

> T

Figura 8 Modelo de Kelvin — Representacion grafica

Se ve, facilmente, que los modelos de Maxwell y Kelvin difieren mucho de la forma gréfica
mostrada en la Figura 1; se analiza, entonces, el modelo de Burger que combina los 2 modelos
como se ilustra en la Figura 9.

()

@ <«——— oe = Ece

[ — a7

dev

[ L@ — -1

oe = Ese — (E)

o

Modelo de Burger

Figura 9
4-3 EL MODELO DE BURGER

Se obtiene combinando los modelos de Maxwell y Kelvin.
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g, 9t -()

E—E /1+E[1e 27]

g E -&

E—E[2+/1 -e 27 (18)

Representando graficamente en la Figura 10. Se ve que tiene relativamente una buena semejanza
con el esquema mostrado en la Figura 1.

Retiro de la carga

€ , |

Ee

Figura 10 Modelo de Burger. Diagrama € vs t

Se ha asumido que la recuperacion instantanea es igual a la elastica €¢ =€o Se observa que para
t=0.

o o o 1
Eo== +Xt+E[l-T]

E ==
eA
o
= E +0+0=¢e
También por hipotesis €e = €v.
Donde:

€ir = Recuperacion instantanea.
&dr = Recuperacion diferida.
€v = Deformacion viscosa remanente, no recuperable.

5.- CONSIDERACION DEL FLUJO EN LA FLEXION

En la Teoria Elemental de la Flexion en Vigas, considerando un elemento diferencial de viga,
dx, con seccion constante, sometido a un momento flector M, con la suposicion de que las
secciones planas, normales al eje longitudinal, permanecen planas, se demuestra de acuerdo a lo
mostrado en las figuras 11y 12, que:
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=Y
R

Siendo: Y la distancia al eje neutro.

€ = Deformacion unitaria a una distancia y del eje neutro Figura 12(b).

R = Radio de curvatura de la viga deformada Figura 12(a).

Ademas, la ecuacion diferencial de la curva o deformada elastica, figura 11 es:

1 _d?
R di:n (19)

Siendo ym = La deflexién de la viga.

x;
> \ i
ET
ym

Figura 11 Flexion en vigas

Secciones planas
permanecen planas

Seccion

Giro de seccion Seccidn

(a) (b) (c)

Figura 12 Relacion de & con y debida a M
5-1 EL MODELO DE MAXWELL

Setiene: y,, =y. +y, (20)
v, = Componente elastica de la deflexion
v, = Componente viscosa de la deflexién
Ademas:
E=€e+¢&v (12)
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c =ce + oV (13)

Si R es igual al radio de curvatura, también se tiene:
Re = Radio de curvatura asociado con la deflexién elastica.
Rv = Radio de curvatura asociado con la deflexion viscosa.

Entonces:
1 _ d?%ye
Re  dx?
1 _ d?yv
Rv _ dx?

. ., y . .- .
Considerando la ecuacion 18, o sea: € = - (Los puntos superiores indican derivadas respecto
al tiempo).

d?ye g 92ye

= — =
ce=y %Xz Ee=Y 02x2
d<yv o 0°yv

VvV = —> =
Ev=y dx? v=y 0x?

Se utilizan Derivadas Parciales porque las flechas también dependen del tiempo

® ac
Derivando también respecto al tiempo: € = E
e o o
Dela(12): €= €e + Ev (21)

ocoe O
Dela(11): ee = —==
E E

[ ]
* o
Y Ee==
E
e OV O ) ] y
De la 10: Ev = 7 = X para la componente viscosa y segun la ecuacion (21):
[ J
S o 92ye 0%yv

De donde teniendo en cuenta la ecuacion (20):
[ ]

o 9%2ym
+ - =
}\ y aXZ (22)

[ ]
€=
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Multiplicando ambos lados por ydA, siendo dA un elemento diferencial de area, Figura 12
(c), e integrando para y.

—fo ydA + = fc ydA = fysz (23)

Notando que ym depende solo de x Figura 11 y considerando, ademas, que el diferencial de
fuerza interna es df = ¢ dA y, por lo tanto, el diferencial de momento respecto al eje neutro
de esta fuerza es dM = ydf . dM= cydA.

[o.ydA=M y  [&ydA=M (24)
Ademas:
f y2 dA=1 Momento de inercia del area de la seccion transversal.

Llevando las ecuaciones (24) a la ecuacion (23)

[} [}
M M _, 0%°ym
—+ —=
E A x>
6 m+Zmogdm (25
A T ax2 )

Ecuacion diferencial de una viga viscoelastica utilizando el modelo de Maxwell. Integrando
primero respecto al tiempo.

—f—dt—fMﬁ—M+ fmm (26)

6x2

Integrando dos veces respecto a X.
E t
Elym = [f Mdxdx + > JJ (J, Mdt) dxdx (27)

Para una carga constante, M no depende del tiempo.

Luego: [ Mdt = M.t

E
Y EIym=ffdedx+Z'[ffdedx
Recordando la ecuacion diferencial de la elastica en vigas:
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d2
El=—2=
dx?2

d’y M

dx? EI

Integrando 2 veces:

f Mdxdx = Elyi

Siendo yi = Deflexion elastica instantanea

De donde, teniendo en cuenta la ecuacion 27

ym=yi+§tyi

ym=yi(1+§t)

Ecuacion de la deflexidn viscoelastica diferida utilizando el modelo de Maxwell.

5-2 EL MODELO DE KELVIN

Como se ha visto, se tiene, por hipotesis:

yK es la flecha en un punto, ademas:

yk =ye =yv k de Kelvin
£=ge=¢v (14)
o = oe +oV (15)

Y

Teniendo en cuenta la ecuacion19:

Ademas

1 _d*ye
Re dx?
1 _d*yv
Rv  dx2
2 d?yk |
=Y gr Y g
d2yv dyk __ Porseryk=ye=yv
Ev=y — YV
dx? 0x?
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oe
También segln la ecuacion (11) &e — E - oe = E€e
Y segun la ecuacion (10);

° oV °

Ev = ~ & oV = AEv

Llevando estas relaciones a la ecuacion 15.
[ )

o = E€e + AEv

92yk 92yk
vk | Ay y
0x2 0x?2

Y c=Fky (28)

Multiplicando por ydA e integrando como se ve para el modelo Maxwell.

_ o %yk o 9%yk
JoydA=E—=- [y*dA +2 ~2 JyPdA
O sea
92yk 02yk
= +
M =El ==+ A — (29)

M = Momento interno.

Ecuacion diferencial de la elastica de una viga viscoelastica segun el modelo de Kelvin.
Integrando 2 veces respecto a X.

Integrando 2 veces respecto a X.
[} 62 y
El yk +)\|yk :ff Mdxdx :ff El ?;dXdX
Depende de la carga inicial
[ ]
~ El yk + Al yk = Elyi (30)
O sea

A dyk
yk+E 2=y

E dt
Agrupando:
vk A dyk
I—yk=———
-y E dt
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Separando variables:

dyk _E
- = —dt
yi-yk A
dyk E
Int do: =) —dt
ntegrando fyi—yk fA
Recordand [ = [ o hx—a)
rdan : - - = -
ecordando que P —a

Se obtiene:

E
-In (yi—yk) = 7 t + constante

Parat =0, la respuesta de la amortiguacion es lenta, luego se considera que y:

yk = 0. Luego la constante = -In yi , y entonces
E . .

—t—Inyi=-In(yi —yk)

A

Et—l i—yk)+Inyi=1

Y = -In (yi — yk) nyl—nyi_yk

Recordando, de nuevo, la definicion de In.

E .
st _¥i
yi-yk

E
. (yi—yk) ex' = yi

Al final para el modelo de Kelvin:
_E,
yk=yi(1-e 1) (31)
5-3 EL MODELO DE BURGER

Para el modelo Burger, se tiene entonces.

y =ym +yk

Y al final:
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E
y:yi(2+§t+e_it) (32)

6.- CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

En el desarrollo de los procesos de andlisis, propios de los proyectos de disefio estructural, es
preciso recurrir a idealizaciones 0 modelaciones de los elementos integrantes, para poder utilizar
los diversos algoritmos de calculo que se han desarrollado.

Dichas idealizaciones tratan de simular, de la mejor manera posible, el comportamiento de los
elementos.

Es necesario que el usuario de los procedimientos sea muy consciente de las limitaciones propias
de las hip6tesis asumidas.

Tambien, es preciso disponer, con la mayor aproximacion posible, de los pardametros de disefio
de los materiales constitutivos de los elementos.
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